Idealdichotomien

Betrachte zunéchst Ideale von abzéhlbaren Teilmengen.

Definition 1. Sei Z ein echtes Ideal abzéhlbarer Teilmengen von S. Z heifit < k-erzeugt wenn es eine Familie
F C P(S) gibt so, dass |F| < k und

1. [F]S% C T fiir jedes F € F und
2. VAETIFEFACF
Definition 2. Sei F C P(X) und T'C X. T heilt orthogonal zu F, wenn [T N F| < w fir alle F € F

Bemerkung 1. Wenn Z von F erzeugt wird, dann ist 7" orthogonal zu F gdw T orthogonal zu Z.

SID(k) (Small Ideal Dichotomy) Wenn T ein < k-erzeugtes Ideal von abzéhlbaren Teilmengen von S ist, dann gilt
entweder:

(1) Es gibt ein iiberabzihlbares T' C S orthogonal zu der erzeugenden Familie, oder
(2) Es gibt eine Zerlegung S = |J
SID := SID ()

Sy, 50, dass [S,]S¥ C Z fiir alle n € w.

new

Theorem 1. SID(mm). Korollar: mm > wi = SID

Proof. SeiT ein Ideal wie gefordert und F die erzeugende Familie. Angenommen (2) gilt nicht, dann gilt insbesondere
w < |F| < mm, also mm > w;. Wir definieren eine stationire-Mengen-erhaltende partielle Ordnung P als die Menge
aller p = (Tp, Xp, Np) mit den Eigenschaften:

1. Tp € [S]<v
2. X, € [F]<¥

3. Np ist eine endliche €-Kette von abzdhlbaren elementare Untermodellen eines hinreichend groSen Modells
(Hg, €), welches Z enthalt.

4. Fiir alle z,y € Tp,z # y gibt es ein Modell N € N, so, dass |{z,y} N N| = 1.

5. Fir jedes Modell N € N und fur allez € T, \ N und Z € P(S)NNgilt:z € Z = [Z]* T

Mit der Ordnung p < q gdw Tq C Tp, Xy C Xp, Ng C Np und fiir jedes X € Xy gilt (Tp \ Tyg) N X = 0.
Das orthogonale T' C S zu F wird dann (J,,¢g T} fiir einen generischen Filter G C P sein.
Wir zeigen, dass P stationdre Mengen erhalt:
Wir suchen T" C S iiberabzahlbar und orthogonal zu F. Definiere also fiir jedes X € F und a < wy:

Dx:={peP|XeX} Da={peP|INEN, (@ NAT,\N#0)}

Fir jedes p € P und X € F gilt ¢ = (Tp, Xp U{X},Np) € Dx und ¢q < p, also ist Dx dicht in P. Aulerdem sind
auch die D, dicht:

Proof. Seien a@ < wy und p € P beliebig und N ein abzdhlbares elementares Untermodell von Hy, das a und p
enthélt. Setze I = |JXjp. Nachdem Z ein echtes Ideal ist gilt S\ I # 0. AuBlerdem kénnen wir S\ I nicht durch
abzéhlbar viele Sy, mit [S,]¥ C Z {iberdecken , also gibt es ein z € (S\ I) \ N so, dass fiir jedes Z € N NP(S) mit
[Z]@ C T gilt ¢ Z (Bedingung (5)). Also gilt p > (Tp U {z}, Xp,Np U{N}) € Dq. O

Nachdem mm > w; gilt finden wir also einen generischen Filter G, der alle D, und Dx schneidet. Definiere
T = Upeg Tp- Dann ist T' iiberabzdhlbar und orthogonal zu F:

Proof. Angenommen, T' = {sm | m € w}, dann finden wir eine abzéhlbare Folge (Np,) so, dass T C U,,¢,, Nm mit
sm € Tm € Nm € N flir prm = (Tim, Xm, Nim) € G. Dann gibt es aber ein o € w1 mit o ¢ U, ¢,, Nm. Nachdem
aber G N Dy # 0 gibt es p € G und Np € Ny so, dass o € Np und Tp \ Np # 0, was ein Widerspruch ist, da dann
D, Pm € G keine gemeinsame Erweiterung haben (Widerspruch zu o ¢ |JT}), also ist T iiberabzéhlbar.

Sei nun X € F und p € G so, dass X € Xp. Wir zeigen, dass TN X C T} und somit endlich ist: Sei s € TN X,
dann gibt es ¢ € G so, dass s € Ty. Sei r € G mit r < p,q, dann gilt s € T3 und wegen r < p und X € &), gilt
(Tr \ Tp) N X = @ (Definition der Ordnungsrelation) und somit s € Tj. O

O
Definition 3. e Ein set mapping ist eine Abbildung F : S — P(S5).

e T C S heifit F-frei, wenn fir jedes z € T gilt F(z) NT C {z}.

e Ein set mapping heifit sparse, wenn es ein echtes o-Ideal auf S gibt so, dass fiir jedes Z € T+ ein Zg € [Z]S“’

und H € 7 existiert so, dass fiir alle endlichen a C S\ H gilt Zo Z U F(z).

xrEa
SMP (sparse (set-)mapping principle) Zu jedem sparse set-mapping gibt es eine iiberabzéhlbare F-freie Menge.

Theorem 2. mm > w; = SMP

Proof. Sei F : S — P(S) ein sparse set mapping und Z das zugehorige o-Ideal. Wir definieren die partielle Ordnung
P als Menge aller Paare (T}, Np) mit folgenden Eigenschaften:
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. Tp € [S]<% F-Frei?
2. N ist eine endliche €-Kette abziahlbarer elementarer Untermodelle eines hinreichend grofien Hy.
3. Fir alle z,y € T,z # y gibt es ein Modell N € N}, so, dass [{z,y} N N| = 1.

4. Fiir jedes Modell N € N, und jedes x € T, \ N gilt: VX € TN N z ¢ X.
Wir ordnen P mit: p < g gdw Ty C Tp, Ny C Np und Vz € Ty F(z) N (Tp \ Ty) = 0.
Dann erhalt P stationdre Mengen:
Proof. (wie oben) O
Definiere fiir o € wy:
Da={peP|INeN,a € NAT, \ N # 0}

Natiirlich kénnen wir fir jedes p € P ein geeignetes Modell N finden so, dass (Tp, Np) < (Tp,Np U{N}) = g und
q € Dq, die Dy sind also dicht. Nach Vorraussetzung ist mm > wq, also finden wir einen generischen Filter G.
Definiere T' = | J,,cg Tp, dann ist T' iiberabzéhlbar (genau wie vorher) und F-frei:

Proof. Sei z € T, dann gibt es also ein p € G mit z € T}, und T}, ist F-frei, d.H. F(z) N Ty C {z} fiir alle ¢ < p und
damit fir alle p € G, also F(z)NT C {z}.
O

O

Definition 4. Ein Ideal Z tiber einer Menge S heifit P-Ideal, wenn es fiir jede Familie {A, |[n € w} CTein A€
gibt so, dass A, C* A fiir jedes n € w.

Das ,,duale® zu SID:
PID (P-Ideal Dichotomy) Wenn Z ein P-Ideal von abzahlbaren Teilmengen von S ist, dann gilt entweder:
(1) Es gibt ein iiberabzihlbares T C S so, dass [T]<% C Z, oder

(2) Es gibt eine Zerlegung S = J
Theorem 3. mm > w; = PID

new Sn so, dass Sy, orthogonal zu Z ist fiir alle n € w.

Proof. Sei also Z ein P-Ideal abzdhlbarer Teilmengen von S und gelte Bedingung (2) aus PIDnicht. Wir definieren
eine SSP-Ordnung, die die Existenz einer Menge T' erzwingt, welche Bedingung 1 von PlDerfiillt; also iiberabzéhlbar
ist und [T]<¥ C T erfiillt.

Sei 0 eine fiir alle Zwecke hinreichend grofie Kardinalzahl so, dass [S]¥ € Hy. Wihle fiir jede abzahlbare elementare
Unterstruktur N < Hy jeweils zx € S und by € SN N so, dass:

1. by €Z und Va € ZN N (a C* by). Nachdem N abzihlbar ist und Z ein P-Ideal ist, finden wir so ein by .

2. Fir jedes X € P(S) NN mit X 17T gelte zx ¢ X. Nachdem Bedingung (2) nicht gilt, ist S keine abzahlbare
Vereinigung zu Z orthogonaler Mengen; so ein zy findet sich also auch immer.

Man beachte, dass wenn <y eine Wohlordnung von Hy ist, wir die Abbildungen N +— by und N +— z in (Hy, €, <g)
definierbar annehmen koénnen, indem wir die zx und by jeweils minimal bzgl. <g wéahlen. Entsprechend wéhlen
wir nun als Forcingordnung P die Menge aller endlichen €-Ketten abzahlbarer elementarer Unterstrukturen von
(Hp, €, <p) mit der folgenden Ordnung:

p<q:ep2gAYM €qVN e MN(p\q) (zn € bar)
Wir miissen zeigen, dass diese Ordnung proper ist:

Proof. Sei also P € M < Hj, fur ein hinreichend grofies k und p € P N M beliebig. Setze p =pU {M N Hg}. Um zu
zeigen, dass p brereits M-generisch ist, wéahlen wir Y C P und r < p mit » € Y € M beliebig. Wir miissen ein zu r
kompatibles 7 € Y N M finden.

Sei also X die Menge aller s € Y, die Enderweiterungen von r N M sind und die selbe Lange wie r besitzen. Fiir
s € X sei dann z® = (3, ...,x}) die Folge der Elemente {zy | N € s\ (rN M)} geordnet nach der e-Ordnung der
Modelle in s. Betrachte die Menge F = {z € S* | 3s € X (z° = z)}. Dann gilt natiirlich 2" € F und die Menge ist in
M definierbar. Wir werden nun induktiv eine Sequenz aus F konstruieren, die uns eine zu r kompatible Erweiterung
7 wie gesucht liefert.

Betrachte dazu zunédchst das Coideal H = {X C S |Z Y X}. Dann ist F gro8 relativ zu H:

Proof. Wir miissen zeigen, dass Hz1...Hxg ((x1,...,xx) € F) gilt. Definiere dazu fiir jedes ¢ < k:
Fi= {(x17"'7xi) € SZ ‘ (xla"'vwivx{+l7"'7x2) € ]:}
und ‘
Fr={(x1,.z:) € Fi | Hy1.- Hyk—i (T1, -, Tis Y15, Y —i) € F}

Wir zeigen per Riickwértsinduktion, dass fiir alle ¢ < k gilt (z],...,z]) € F? # () und damit insbesondere FO =
{0} # 0, woraus die Behauptung folgt:

Per Definition gilt natiirlich " € F;, = F*. Gelte also die Behauptung fiir ein i + 1 < k und betrachte die
Menge X = {:B eS| (z],....,x],x) € ]-'iJrl}. Nach Induktionsvorraussetzung gilt =7, ; =: zn,,, € X und in dem
entsprechenden Modell N;1; € r ist X definierbar. Nach Definition der z darf also X nicht orthogonal zu Z sein,
also X € H und somit (x1,...,x7) € F°. O
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Wir nutzen nun die Familie der F* aus dem vorherigen Beweis, um induktiv das gewiinschte s € X’ zu finden. Die
F* sind in M definierbar und nicht orthogonal, es gibt also ein a1 € ZN M mit a; C F'. Nach Definition der by
muss also a1 C* by, gelten fiir alle N; € r\ M. Setze b = ﬂle by, und wihle also ein &1 € (a1 Nb) C F1L.

Setze nun induktiv X;41 = {f €S| (&1y..yxi &) € ]:iJrl}. Dann gilt wieder X; € M N H und entsprechend gibt
es wieder ein a; € ZN M mit a; C X; und a; C* b, wir konnen also ein &; € a; Nb wahlen.

Wir erhalten somit eine Folge (&1, ...,&k) € F N M mit {1,...,€x} C b und somit eine korrespondierende Erweite-
rung 7 € X N M von r N M mit 2" = (&1, ..., €k ). Nachdem die Sequenz komplett in jedem by, erhalten ist, ist rUT
eine gemeinsame Fortsetzung von r und 7, die Elemente sind also kompatibel. O

Definiere nun fiir jedes a@ < w1 die Menge {p € P |IN € p (e € M)} = D,. Diese Mengen sind dicht: Sei dazu
p € P beliebig und o ¢ M fiir jedes M € p. Erweitere p zu p’ = pU {N} fiir ein neues N < Hy mit « € N und
M < N fir alle M € p. Dann ist M N (p’ \ p) = M N{N} =0 fiir alle M € p und damit p’ < p.

Entsprechend finden wir einen generischen Filter G, der alle D, schneidet und in G finden wir eine €-Kette
(Ma)aew, - Setze o =z, und betrachte T := {zq | @ € w1}. Dann ist T C S iiberabzihlbar und [T]=% C I:

Proof. Angenommen, zo = 2~ fiir & < . Dann gilt (wegen Definierbarkeit) 4 = o € My und somit auch {z} €
M,. Dann ist {z} € PB(S) N M, und trivialerweise {z-} 17, also x4 ¢ {x-}, Widerspruch. Die z sind also
paarweise verschieden und somit 7" iberabzihlbar.

Sei w < B < wy beliebig und Mg € pg € G. Nachdem jedes p nur endlich viele Modelle enthélt finden wir fiir fast
alle o < 3 zugehérige pa € G so, dass Mo € pao \ pg. Dann gilt fiir p’ < pa,pg also Mo € Mg N (p’ \ pg) und somit
Ta € bg, also {za | a < B} C* bg.

Sei nun X € [T]%, dann gibt es also ein 8 < w1 mit X C {zo | @ < B} C* b, € T fur irgendein b, wir miissen uns
also nur noch um den endlichen Rest kiimmern. Also angenommen X ¢ 7, dann gibt es also endlich viele z;, ...x;,,
mit z;; ¢ I fiir alle I € 7. Betrachte die Menge A = {z € S| {z} ¢ Z}, dann gilt A L Z und, wie wir annehmen,
zi; € A. Diese Menge ist in Hy definierbar, also gilt fiir alle & < v auch A € N, und damit zo ¢ A. Es folgt
Xel. O

Es folgt, dass mit 7" Bedingung (1) aus PIDfiir Z erfiillt ist. O
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